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Zagadnienie brzegowe mechaniki ciata statego

brzeg I, (u = u,) obciazenie powierzchniowe Model MES
[pJ = lpx» oo sz NOE - 1. elementéw
1x3 NON - |. weztéw
NOE
) = .Qe and .(Zi_ﬂ_.(lj=0
i+

e=1

Z i
J_. ," i brzeg I,
x= Yy i
' { obszar brzeg I
! / sktadowe
1 sitly masowe __—"przyspieszenia
i !)(3] =1X,Y,Zl= p|ay, ay, a,]
] X
u(x,y,z)

1 :
2

{u} — U(X,y, Z) i
| Element skoriczony o n - weztach ,

3x1 W(x,y,Z)

|
1
1
1
| wektor prze
| — mieszczenila
1
1
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Aproksymacja wewnatrz elementu skonniczonego o - weztach

___________________________________________________

3x1 3Xn, nex1

i wektor przemieszczenia {u} = [N(&, 1, )l{q}e i

[N(¢,1n,0)] — macierz funkcji ksztattu
3Xn,
Ne =N+ Ny
n, — L. stopni swobody elementu skoncz.

n, — L. stopni swobody w wezle

(U1
1
Wi
{g}. =< i } — lokalny wektor
me X1 Un parametrow
| ktad wspotrzednych elementu Un weztowych
X \WpJ

\y przemieszczenie weztal w kierunku osi x

globalny uktad wspotrzednych




Macierz funkcji ksztattu elementu

Aproksymacja weztowa:

W=NEnOtgle

3x1 3Xn, nex1

u=N;y-u +Ny, -u, + ...+ N, - uy,
v=N;-vy+N,-v,+ ..+ N, - v,
w=N-w;+Ny-wr, + ...+ N, -w,

macierz -Nl 0 0

funkcji —

ki?tac’fjtlu: [Nz,(i; , 6)] - 8 1\(,)1 1\(,)
‘ i 1

lokalny wektor W4

parametréw _ .
weztowych: {q}9_< ol

(U1

ne X 1 un

N, 0 0 N, 0 O
0O N, 0..0 N, O
0 0 N, 0 0 N,




Przyktady elementéw skonczonych

Typ n, — liczba stopni swobody w elemencie skonczonym




Przyktad: funkcje ksztattu dla elementu skoriczonego reprezentujgcego zastrzat

U, -
ug b
Uz
>
0 l S
Uy
£ funkcje liniowe:
u
— u(é) =
{qu}le { }e )
u(f):uz _uTzf—%f‘l'ul:(l—é)ul-l_éuZ:

= N1 (&) - u; + Np(&) - up=|Ny, N, | {Z } IN($)Hale

1x2 2x1

funkcje ksztattu:  [N1(§)=1— i ; Nz('f):%




Sktadowe stanu odksztatcenia

yh -
odksztatcenia normalne: I
ou fv
_ (A'B"),,—AB _ (dx+u+a dx—u)—dx _ ou v @,dy
X AB dx dx Y
ov ow i
& 5 | 5275
y o
. . '
odksztatcenia postaciowe: Alg adx
T
Vey=5 ~ BP=Y1+ 72
I~ u+6_u dy—u ou ou
_(A'D)y _ oy Y% 8y _ 8y _0u

Y, = tany;= = = = =
1 (A'D")y dy+v+g—;dy—v 1"'3_; 1+ey Oy

i PN T
Y2 — Ox Vay= oy 0x

mate odksztafcenia: gy K 1

ov Jow . _ow  Jdu| B
+ v Vex =555 0 Vi =Y




Tensor odksztatcenia. Wektor sktadowych odksztatcenia

tensor odksztatcenia:
e
Vyx/ 2 Ey

Vox /2 Vzy/2

&E =

3x3

wektor sktadowych odksztatcenia:

- 0
P 0
0
[ Ex 0 5
&
~ 1 o o
{g}: z }:
6x1 ny i i
Yyz dy O0x
0
\Vzx/ 0 —
0z
0
5, U

Yay/2  Vxz/?2]
Yyz/2
€Z |

0]

0

legle o gle

|

u
v
w

el = [ul[R]"

1x6 1x3 3x6

=[R[{u} ;

6x3 3x1

}
|

macierz gradientu




Macierz odksztatcenie-przemieszczenie elementu skonczonego

Aproksymacja weztowa w elemencie skonczonym:

u} =[N n OHale

3x1 3Xn, nex1

wektor skltadowych odksztatcenia w elemencie skonczonym:

e} = [R]{u} = [R][N]{g}e= [Bliq}e le] = lql.[B]”

6x1 6x3 3x1 6X3 3Xn, nyx1 6Xn, ngx1 1X6 1Xn, ngxX6

[B] = [R][N] — macierz odksztatcenie-przemieszczenie

6xXn, 6X3 3Xn,




Sktadowe naprezenia

naprezenia normalne: Ox ; Oy ; Oyf T L
T i ‘2
wartosc dodatnia - rozcigganie, wartos¢ ujemna - sciskanie - Tyz
TXZ
_>
sktadowe tnace: Txy ;5 Tyz 5 Tzx 5 Tij = Tji Oy
Txy Tyx
Ox

naprezenie zredukowane:

Naprezenia Hubera — Misesa:

1 2 2
Opv= |5 ((ax — ay) + (ay — O'Z) + (0, — ax)z) + 3(Txy? + Tyz% + Tpx?)

Naprezenia Treski: o,y = 04 — 03= 2T,0x

/
najmniejsze / najmniejsze maksymalne

naprezenie gtéwne  naprezenie gldwne ~ naprezenie styczne 10




Tensor naprezenia. Wektor sktadowych naprezenia

Tensor naprezenia:

Ox Txy Txz 01 0 0
o =lTyx O-y Tyz‘ = [O o)) O]

3 | Tzx  Tzy Og 0 0 o3
w uktadzie x, y, z w kierunkach gftownych

wektor sktadowych naprezenia:

(Ox )

{o} = >

6x1 Txy
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Macierz konstytutywna

materiat liniowy izotropowy (prawo Hooke'a):

O\
O\I—I

(1+v)(1 2v)

S OO cT S

E —

v

o} =|D]{e}

6x1 6X6 6X%X1

T

macierz konstytutywna:

% % 0
1-v v 0

% 1—v 0

0 0 05—

0 0 0

0 0 0

modut Younga

— stata Poissona

o O O

0
05—v
0

o O O OO

0.5 — v
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Przykiad: préba rozciggania

A --------
- F . - L—Lg . - — l,/ |
O'x—A_O y Ex = Ly Ey=Ez= €T III
energia odkszt.spr.: U = %Ux Ex Ao Lo l,’l
>8
{c} =[D] {¢} g
6 X1 6X6 6X1
(Ox (1 —v % % 0 0 0
0 v 1—v v 0 0 0
JOL__ = v v 1-v 0 0 0
0 ama-2n| o 0 0 05—v 0 0
\ 0 J 0 0 0 0 05—v 0
0 0 0 0 0 0 05-—v
z 2 r-nia: 0= (1+v)](51—zv)(v€x+ (1 —v)er+ver) - i_l__i;_:_:_;_%—i
z1r-nia:
E

Oy = (1+v)(1_2v)((1 — V)&t VET+ VET) =

(1-v—2v2)




Przykiad: czyste Scinanie

Txy 7 Vxy
{o}=1[D]{e}
6x1 6X6 6X%X1

(0 1—v
0 v
0
{ e —— v
Txy (1+v)(1—-2v) 0
0 0
. 0 / 0
z4 r-nia:

E

Ty = vy (1-2v) (0.5 = v)yyy = 2(14v)(0.5—v) (0.5 = v)yxy = 20+ Yy T

— — — — — — — —

I ‘\7l ny
4—
v 0 0 o |(0)
v 0 0 0 0
1—-v 0 0 0 0
0 05—v 0 0 Yxy
0 0 05—v 0 0
0 0 0 05—pl\0/

E

| Txy =G Vyy | G= 2(1+v)

— modut Kirchhoff’a

E
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Energia odksztatcenia sprezystego. Energia potencjalna obcigzenia

brzeg I, (u = u,) CIALO LINIOWO SPREZYSTE

obcigzenie powierzchniowe

lpJ = lpx' Py, sz

1x3

Z

I

)

1,
x= Yy,

brzegl,

N 1x33x1 I, 1x33x1

I II : = l i
'/ obsaarn el - U=g]leligdn
," sity masowe |X| = [X,Y,Z]
! 1x3
: energia potencjalna obcigzenia:
przemieszczenie {u} W — :
W = [IXI(w} d2 + [Ipl(u} df;, |

_________________________________

energia odksztatcenia sprezystego:
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Zasada minimum catkowitej energii potencjalnej

calkowita energia potencjalna: V=U —W

Pole przemieszczen {u} bedgce rozwigzaniem zadania spetnia warunek
przemieszczenia na brzegu I3, i minimalizuje catkowitg energie potencjalng V.

brzeg I, (u=u,)

obcigzenie powierzchniowe

lpJ = lpx» Py, sz

1x3

przemieszczenie {u}-
3x1

brzeg I,

_ ' brzeg I
sity masowe | X| = |X,Y, Z| obszar (2

1x3

16




Energia sprezysta elementu. Lokalna macierz sztywnosci

{q}. - lokalny wektor parametrow weztowych

ne X1

energia sprezysta elementu:

Ue = %flgj{O'} dfl, = %lqje f[B]T[D][B] d. {q}e = %lqje[k]e{q}e

N, 1x6 6x1 1Xn, 2, n, X6 6X6 6 Xn, nex1 1Xn, ngXn, nygx1

T
/ (o} = [D] (¢} yd

6x1 6xXx6 6x%x1 . Y
lokalna macierz sztywnoSci:

T
lel = lql.[B]" {e}=[Bl{q}.
1X6  1Xn, nyX6 6x1  6xn, nex1 [k]e=f[B]T[D][B]d.Qe i

Ne X N N, N X6 6X6 6Xn,

17




Energia sprezysta elementu

notacja lokalna:

A

2

n —liczba weztow w el.
n, — liczba. param. weztowych w wezle.

liczba parametrow weztowych w el.:
Ne =N - Ny

{q}. - lokalny wektor param. weztowych

ne X1

1
Ue = P lqlelk]eiqle

1Xn, ngxXn, ngx1

T

lokalna macierz sztywnosci

notacja globalna:
i+n—1

j+n—2

[+ 2 /
i+1

NON - liczba weztow

n, — liczba param. w wezle

liczba stopni swobody elementu:
NDOF = NON - n,,

{q} - globalny wektor param. weztowych

NDOF x 1

1
Ue=7 -lal - lkle - tq}
1 X NDOF NDOF x NDOF NDOF x1
T

rozszerzona macierz sztywnosci elem.
18




Rozszerzona lokalna macierz sztywnosci elementu

1 2 j-1 j j+1 j#n,-1 j+n, NDOF
(41
q, 1] o|o0 0|0/ o0 0|0 0
@=3 4 ¢ : oo 0/o0]o 0|0 0
NDOF x 1 ,]
: olo0]| o 0|0 0
\qNDOF/ (k] =
e~ |lo0o|l0|l0]|0]|0]|O 0|0 0
Z i 1 O] 0| 0| O |kiqlk k 0 0
Witn-1=4j4n,.-1 : il 1ne
x/‘ y' #1101 O] 0| O |ky|ky kan,| O 0
Wi =qj42 vi;l_{ 0 0
I el 01 0| 0| O |kngalknga| o [knon) O 0
m. | O0lolo|0|lo|O|O|O]|oO 0
0
wmorl 0l O|O0O|O0|O|O0O|O0|O|O]|O]|O

(zatozono, ze numery weztéw w elemencie kolejno nastepuja po sobie)
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Energia sprezysta w modelu MES. Globalna macierz sztywnosci

=)

I
g
IS
\)
____Q____
Il
g
=

¢

NOE - liczba elementéw {q} - globalny wektor param. weztowych
NDOF- liczba stopni swobody NDOE X1

energia sprezysta w modelu MES:

NOE NOE NOE
U = ZU—ZZ lal - K - (@)= lal Y (K - {a)=
1 X NDOF NDOF x NDOF NDOF x1 1><NDOF e= 1ND0FXND0F NDOF x 1
qu K] - {q}
1 X NDOF NDOF x NDOF NDOF x1 : __________ 1\7 O_E'_______-i
globalna macierz sztywno$ci: - [K] = Z k] i
: NDOF X NDOF e=1 :

20




Przyktad: globalna macierz sztywnosci modelu 2D
o dwoch 3-weztowych trojkatach

notacja globalna:

NOE =2 f;’“ f’;“
_ 2 1
2/?];/ =4 qs3 U
- 44 Uy
n, = ’ (u, v) {q}:<q5>:<u3>
Ne=M-Ny=6 ot Ge Vg
NDOF = NON - n,= 8 | |u
\(g/ \Vy /

notacja lokalna:

de
q4
de (41 ful\

3 T qs q, vy fql\ (U2

Gs u, q> Uy

q; {qg} =5 Qo =\, ( | _ Jus
T 6x1 q b= 4 v (

ds Us * 3

- \q/ \v3 s Ua
1 . °1 71 \qs/ , \v,/J,

2 4s

21




Przyktad: globalna macierz sztywnosci modelu 2D

ztozonego z dwoch 3-weztowych trojkatow

t U1
T% (41 (U1 V1
qs v | Uz
Y element 1: ; 12 i / : U,
: _J4q3| _ U2 —
X 6x1 gx1 ! v
0 as | |us | V.
1 Uy
G/ \V3/
1 1
\Vy /
—
2 43
1 2 3 4 5 6 7 8
12 3 4 5 6 1 la;|b;lc;|d;le; |f;]1 010
1 la;|b;|cy|d;|e;|f; 20b;,|g;|h;|i; |j;|k;] 0] 0
2 \b;|gs|hs|is |j1 ks sycy;|hy|l; Imyin;lo;] 010
[k] 3¢y |hy|l; msingjo; [k]*_ ayd;|i; my|lp;|r;|s;] 0] 0
— . 1 — . _
6><61 4 \dy|is mg|ps|r;|S; 8x8 sVle;|j;ng|rg|t;lu; ] 010
sleq|ji|ng|ry |ty Uy 6V f; |k;|o0;|5;|u;lw;| 0] 0
6 |f1 |ki|o1|S: U |wy rfojlojojo|[o0|0|0]|O
s O] OJ]O0O|O0O]O]|]O|0]|O0

~N"

| R —
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Przyktad: globalna macierz sztywnosci modelu 2D
ztozonego z dwoch 3-weztowych trojkatow

de (U1
qa CI5 __v_l_ |
u "MTu
y ) AT 1|
q; Uy _yvz
T_' q u {q}_:< us !
_ 3 _ 3 8x 1
x Wa =1q,( =vs( s |
| t 2: ox1 g |
element 2: ds ” (e
L\ Uy
o ) \v, 5 Mt S
1 & i1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4 5 6 1 o|o|lO0|jO0O]O0O|O0O]O]|O
1 4a,|b,|c,|dyle, |fs 2 0j0|0O|O0O]O0O|0O0O]O0]O
20 b, (g, hy iy |j2 |k, 31 0|0 |a,|by|c,|dyle;|f;
31cy,|hy|l;, |myin,|o; « 1 0| 0 |by|gs|hy|is |z |k;
[k]2: . [k]z—
6x6 4 0d, iy my|py|ry|s; 8x 8 5000 |c,|hy|l, i myin,|o,
s Ve |jo|najry |ty |u; 6§61 0|0 |dy|iy mylpy|ra|s;
6 N f2 |k |02 (S, U,y |w, 71 0|0 |ey|ja|ny|ry |ty |U;
81 0|0 |f;|ky|0z]S2|Uz (W,




Przyktad: globalna macierz sztywnosci modelu 2D
ztozonego z dwodch 3-weztowych trojkatow

(U1
(%1
U
[
4} =1,
8x 1
U3
Uy
\ V4 )
2 3 4 5 6 7 8
b, C d; e fi 0 0
2 b g1 h I J1 k ; 0 0
3 C; h; l;+a, m;+b, n;+c, |o;+d, e, fs
4 d; I 1 mi+b,p;+g,|ri+h, | s;+i; J2 k,
K] = [k]1 + [k]; = . -
8% 8 8% 8 8x8 5 e; J1 n;+c,|\r;+h, | t;+1, u;+m,| n, 0,
6 fi k ; oi+d, | ty+l, Us+mywi+p,| ) S
7 0 0 €, J 2 n; r t, u,
8 0 0 f2 k, 0, S2 u, W,

24




Energia potencjalna obcigzenia w elemencie skonczonym

n lpJ = lpx' Py, sz

brzeg I, .
N —

{q}. - lokalny wektor param. weztowych

ne X1

1X]=1%,Y,Z]

_________ | 3

Energia potencjalna obcigzenia
w elemencie skoficzonym:

W, = [1X[{u} d2, + [Ipl{u}dL,. = [1X|[N]{q}. d2. + [Ip][N1{q}. dI;
!261><33>;1 e 1xX3 3x1 1, 1 X3 3Xn, nyx1 e 1X3 3Xmn, ngx1
{u} = [Nl{q}e
3x1 3Xn, ngx1
= (JIX][N]dQ2, + [Ipl[N]dDye) {a}e = (IF*lc + [FPlc)ade = IFle{q}e
N, 1 X3 3x%xn, e 1X3 3><n neX 1 1Xn, 1Xn, NneX 1 1Xn, ngxl1
réwnowazny wektor obcigzenia: |F le = |F%], + |FP], i

________________________

25




Roéwnowazny wektor obcigzenia

lFJe — lFXJe + leJe

1X n, 1X n, 1Xn,

rownowazny wektor obciaZenia od sit masowych:

______________________

1><ne l, 1xX3 3><n

N, 0 0 N, 0 O N, O O
=[|x,v,Z]|0 N, O O N, 0..0 N, O0]dn,
2 0 0 NN O O N, O 0 N,

rownowazny wektor obcigzenia od obcigzenia powierzchniowego:

|FP|, = [ [pl[N1d@,!=
1 1xn, e 1X3 3Xmn, I

I o o o e o e e o e e o o e e e e o o

N, 0 O N, O 0 N,

0 0
= | lpx,py,pzj O N, 0O 0 N, 0..0 N, O
Tpe 0 0 N, O O N, 0O O N

n—

26




Energia potencjalna obcigzenia w elemencie skonczonym

notacja lokalna:

A

2

n —liczba weztow w el.
n, — liczba. param. weztowych w wezle.

liczba parametrow weztowych w el.:
Ne =N - Ny

{q}. - lokalny wektor param. weztowych

ne X1

We = lqje{F}e

1Xn, nygx1

T

rownowazny wektor obcigzenia

notacja globalna:

I+n-—1
>~ +tn-—2

[+ 2 /
i+1

NON - liczba weztow
n, — liczba param. w wezle

liczba stopni swobody elementu:
NDOF = NON - n,,

{q} - globalny wektor param. weztowych

NDOF x 1

We =lql - {Fe

1xNDOF NDOF x1

T

rozszerzony rownowazny wektor obc. -




Rozszerzony rownowazny wektor obcigzenia elementu skonczonego

roéwnowazny wektor {F}.
obcigzenia elementu: e

Fle=

NDOF x 1

rozszerzony rownowazny
wektor obcigzenia:

(0

’

L 0 )

j—1
J
j+1
j+n,—1

jtne

NDOF

(zatozono, ze numery weztéw
w elemencie kolejno nastepuja
po sobie)
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Sity przyktadane bezposrednio na wezty.
Energia potencjalna obcigzen weztowych

energia potencjalna
obcigzen wezlowych:

wektor obcigzen weztowych:

( F' )

F

F3'

{F}" =
NDOF x 1 FI(IlDOF—Z
FNpor-1
\ Fypor

= lq] - {F}*

1xNDOF NDOF x1

29




Energia potencjalna obcigzenia w modelu MES.

Globalny wektor obcigzenia
energia potencjalna obcigzen elementow:

NOE : NOE
1 1
=) 8. > W= ) W
1 I
NOE —|. elementéw Lo m e oo .. |
“Qe NDOF- . stopni swobody energia potenqalna
_l—obuqzen weztowych
|- -=-=-=-= -

energia potencjalna obcigzenia w modelu MES: i = we + wn i

_________________

NOE NOE NOE

W= Z W, + W" = ;th (FY + 1) - (FY" = lql - (Zl{z«*}z + {(F})

1xNDOF NDOF x1 1XNDOF NDOF x1 1XNDOF NDOF x 1 NDOF x 1

=lql-{F}¥+{F}") - W=l|q] - {F}

1 X NDOF NDOF x1 NDOF x 1 1x NDOF NDOF x 1

lobal kt T f R
globalny wektor . - ) -
obcigzen elementow glol?a!ny _Wektor : {F}={F}¢ + {F} :
Wektor ObCiE}ZeI”l ObClqzenla: : NDOF x1 NDOF x1 NDOF x 1 :

weztowych




Catkowita energia potencjalna w modelu MES.
Uktad réwnan liniowych

NOE - liczba elementéw

NDOF— liczba stopni swobody

V — min

v
aq]'

Catkowita energia potencjalna modelu:

v=U-w=2 - lgl - [K] - (@} — la] - (F}

1 X NDOF NDOF x NDOF NDOF x1 1xNDOF NDOF x1

{g}="7

NDOF x 1

=0~ [Kl-{g) = {F} |
: NDOF x NDOF NDOF x1 NDOF x1 :

_______________________

uktad rownan algebraicznych liniowych

det ([K])= 0

NDOF x NDOF
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Uktad ré6wnan MES z warunkami brzegowymi

Pole przemieszczen {u} ktére przedstawia rozwigzanie problemu spetnia
przemieszczeniowe warunki brzegowe na I',, i minimalizuje catkowity energie
potencjalng V.

boundary I;, (u = u,) NOF - liczba znanych stopni swobody na [,

N - liczba nieznanych stopni swobody:

N = NDOF-NOF

B k1 - (K] ; {q} - {q} ; {F} - {F}
| NDOF X NDOF N XN NDOF x 1 Nx1 NDOF x 1 N x1
N
NDOF - liczba stopni swobody i K] - {CI} = {F} : det ( [K])# 0
: NxN Nx1 Nx1 : N X N

liniowy uktad réwnan algebraicznych z warunkami brzegowymi
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Przyktad. Warunki brzegowe w zadaniu 2D.
Model MES ztozony z dwdch 3-weztowych tréjkatow

Fg
U4 y F6 F7
NDOF =8 F,
NOF=13 4

1<
K] - {q) = {F} Lo,
8x 8 8x 1 8x 1 9 3
1 2 3 a 5 6 7 8
1 a; b, C; d; e fi 0 0 (U1 = O\ (F1\
2 | b, g, hi i iz k 0 0 Uy = F,
3 C: hy |l;+a,m+b,|n;+c,|0,;+d,| e, f> Us FS
+ | d; i; |mi+bylpitg,|rith, |sq+is | s k Uy = 0 _ F4_
5 | ey ji |nitcy|ri+h, | ti+l, u+m,| n, 0, < U3 = F5 >
s | k, |oj+d,|ty+l, U +mywi+p,| ry S, VU3 F6
7 0 0 e, P, n, r t, 2 u4 F7
8 0 0 f k 0, S, u, w, k Uy ) \FSJ
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Przyktad. Warunki brzegowe w zadaniu 2D.
Model MES ztozony z dwdch 3-weztowych tréjkatow

-
1 (U = 0

2 v1 — O

3 u’Z

4 Uz — _
5 Us =
6 U3

; Uy

s . Uy
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Przyktad. Warunki brzegowe w zadaniu 2D.
Model MES ztozony z dwdch 3-weztowych tréjkatow

e,

f2 0, S2 u, W, L?AI.J Lng

liniowy uktad réwnan algebraicznych z warunkami brzegowymi
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Rozwigzanie uktadu ré6wnan MES z warunkami brzegowymi

[K]-{q} = (F} - det ([K])20 - {q} = [K]7'{F}

NxXN Nx1 Nx1 N XN Nx1 N X N Nx1
wyniki w weztach:  {q}
NDOF x 1

wyniki w elementach (ES):

ey =[Bltaie ; {o}=[D]{e}=I[D][B]l{q}.

6x1 6Xn, nex1 6x1 6x6 6x1 6X6 6Xmn, ngx1
odksztatcenia w elemencie skonczonym naprezenie w elemencie skonczonym

______________________

Rozwigzania weztowe (NS):

(NS); —usrednione wyniki weztowe w wezZle (i)
(ES).; —wynik elementu (e) w wezle (i)

k — liczba elementow sasiadujacych z weztem (i)
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Przyktad. Reakcje wyliczone w zadaniu 2D.
Model MES ztozony z dwdch 3-weztowych tréjkatow

Fs K] - {q} = {F}

y Fg F5 8x8 8x1 8x1
T_pf Fe —> t
4 znane L 1 |=F

a1-0+b1-0+C1-u2+d1-0+81-u3+f1-v3+0-u4+0-v4=F1

1@ |:|-D=F2 ; -D=F4
2 Fs
1 2 3 a 5 6 7 8

1 a; b, C; d; e fi 0 0 (lal — U\ (Flw
2 || b, g, hi i ji k 0 0 V1 = F,
3 c; h, |l;+a, m;+b,|n;+c,|0;+d,| e, f, Uy FS
| d; i, |mi+bypi+g,|ri+h,|sqi+i | j, k, | Uy = 0 . F4_
s | ey ji |nitcy|ri+h, | ti+l, u+m,| n, 0, < U3 = F5 >
6 fi k, |o;+d,|t;+], U;+m,ylw,+p,| r, S, VU3 F6
7 0 0 e, js n, r t, u, u4 F7
8 0 0 fs k, 0, S, u, W, k U4 J \FSJ
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Przyktad. Rozwigzanie u(x,y) w zadaniu 2D.
Model MES ztozony z 4-weztowych elementdéw czworokatnych

(41 Y
q>
q3
P
ds
de
q7

&C[8J

przemieszczenia weztowe w kierunku x

u,(x,y) — przemieszczenie w kierunku x
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Przyktad. Sktadowe odksztatcenia €, (x,y) w zadaniu 2D.

Model MES ztozony z 4-weztowych elementéw czworokatnych

Syl_ 4
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Modelowanie MES - gtéwne kroki

Model matematyczny

: Preprocesor
L geometria, typy elementow, wifasnosci materiafowe, aproksymacja, dyskretyzacja

Solver
typ analizy, warunki brzegowe, rozwigzanie, zbiér wynikowy

e e — e — — — — — — — — — — — — — — — — —

Postprocesor |
liczby, wykresy, mapy konturowe, animacje

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e S S e S — — — — — —
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Doktadnosc¢ obliczcen MES

rzeczywiste zjawisko %

btgd wybranego — _
modelu matematycznego L

A 4

model matematyczny ciagly [—> ROZWIAZANIE $CIStE MODELU MATEMATYCZNEGO
btgd modelu _ _
dyskretnego

' 1

Model dyskretny ——> ROZWIAZANIE DOKLADNE MODELU DYSKRETNEGO

l

bfqd obliczen  _ _
numerycznych

btqd !
catkowity 4 " WYNIK NUMERYCZNY

btgd catkowity = bt. wybranego modelu mat. + bt. modelu dyskretnego + bt. obliczeri numerycznych

bt. wybranego modelu mat. = bt. modelu dyskretnego =~ bt. obliczers numerycznych — min
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